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微分方程在实际中的应用
1． 微分方程的基本概念：

表示自变量、函数、导函数关系的等式称为微分方程，如果函数只有一个自变量，那么称其为常微分方程(ODEs)，若函数有多个自变量，称其为偏微分方程(PDEs)。
只含一阶导数的微分方程称为一阶微分方程，含有
[image: image1.wmf]n

阶导数的方程称为
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阶微分方程，
[image: image3.wmf]n

阶微分方程通过变换可以化成由
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个一阶微分方程构成的方程组；如果函数和它的导函数都是一次的微分方程称为线性微分方程，否则称非线性微分方程。

2． 在生物种群模型中的应用：

两个竞争种群A、B在
[image: image5.wmf]t

时刻密度分别为
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是关于时间
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的连续可微函数。种群A、B不断繁殖导致密度变化，而由于A、B之间相互竞争，导致它们各自作为对方的食饵而相互抵消，这样影响它们各自密度变化率的有两个因素：一是自身的增长消亡，二是相互竞争导致的消亡。由此有了下面著名的Volterra模型：
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这里， 
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分别表示了在
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时刻种群A、B的密度变化，
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分别为A、B的自然增长率，
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表示它们自身的消亡。而
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表示A、B的内禀增长率，
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表示在B的影响下，种群A的减少程度；
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表示在A的影响下，种群B的减少程度,且要求系数
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均是大于0的常数。
这是一个一阶非线性常微分方程组，

它的平衡点为A
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时，平衡点P具有生态意义，即它是渐进稳定的正平衡点，当
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，说明在一定条件下经过长期竞争后，可以使种群A、B密度（数量）趋于稳定。
3． 在数量经济中的应用：

在完全市场竞争条件下，商品价格由供求关系决定，即商品在
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时刻的供给量
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时刻的商品价格
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有关，假设供给函数与需求函数分别为
                     
[image: image34.wmf])

(

)

(

1

1

t

P

b

a

t

S

+

=

，
[image: image35.wmf])

(

)

(

t

bP

a

t

D

-

=


其中，
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则供求均衡的静态模型为
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时刻价格变化率与供求量的差值成正比，即有
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这是一个一阶线性常微分方程的初值问题，其中
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由于
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，即最终供求平衡使得商品价格达到一个稳态。

例如，取
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，则商品价格随时间的变化曲线如下：
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4． 在航天中的应用（火箭升空速度问题）：

火箭的简单模型由一台发动机和一个燃料舱组成，燃料燃烧产生气体从火箭末端喷出，给火箭一个向前的推力（反冲运动），火箭在运动过程中要受到地球引力、空气阻力等复杂因素影响，为使问题简化，假设：
(i) 在喷气作用下火箭作直线运动；

(ii) 在
[image: image50.wmf]t

时刻火箭质量为
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，速度为
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，且都是关于
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的连续可微函数；
(iii) 从火箭尾部喷出气体的速度（相对火箭本身）为常数
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。

由于火箭在运动中不断喷气导致质量不断减少，在
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喷出的气体相对于地球的速度为
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，由动量定理有：
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根据以上两式有：     
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设初始条件为： 
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5． 在物理学中的应用：

1.阻尼振动方程：Lienard方程

考虑一个弹簧质点系统的振动，
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时刻它的位移是连续可微函数
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时刻的加速度。由牛顿第二定律，质点满足运动方程：
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其中，
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为质量，
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为比例系数，
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为弹性系数。

这是一个二阶线性常微分方程，若考虑单自由度系统的一般振动方程，且阻力与质点速度呈非线性关系，弹性力与位移也呈非线性关系，则方程变为：
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其中，
[image: image73.wmf])

(

x

g

是弹性力，
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是阻尼力。这是一个二阶非线性常微分方程，它就是著名的Lienard方程，若令
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，它等价于非线性方程组：
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2.大气混沌方程：Lorenz方程
1963年美国麻省理工学院的气象学家E.Lorenz在对天气预报的微分方程模型进行数值计算时发现了一个由3维非线性方程组描述的著名Lorenz方程，这就是混沌现象的第一个奇怪吸引子Lorenz吸引子。Lorenz方程可以作为许多实际中混沌运动的精确模型，在研究天气、对流现象中备受关注。Lorenz方程的基本形式为：
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其中，
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是随时间t变化的物理量，可看作是t的连续可微函数；
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当
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时，取初值为（3,2,5），时间t取[0,75],系统出现蝴蝶状的混沌吸引子，如图：
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3.孤子方程：KdV方程
KdV方程是1895年由荷兰数学家科特韦格(Korteweg)和德弗里斯(de Vries)共同发现的一种描述孤立波形成的非线性偏微分方程。它的形式为：
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其中，U是波的高度，x是横坐标，t是时间，
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为非线性项，
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为三阶色散项。这个方程的导出考虑了在浅水波传播过程中的弱非线性和色散的联合作用。
设
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，c是波速，代入后可将以上方程约化成常微分方程求解，此过程叫做行波约化。该常微分方程的通解是椭圆函数，取退化情况，就得到用双曲函数表示的行波解。后来经研究发现，该解十分稳定，即使碰撞也不会撞的粉身碎骨，而是相互穿过，只是相位发生一些变化，而由于它和粒子的性质很像，所以这种解又叫做孤立子(Soliton)。
6． 总结：

以上就微分方程的应用举了几个特殊的例子，在实际科学研究中，微分方程还可以广泛应用于其他领域，而解决问题的思想是将现实生活中的某些现象和某些数值，通过某种联系抽象成微分方程模型，再对该模型进行求解和分析，最后得到我们想要的结果。
PAGE  
1

_1381858264.unknown

_1381859372.unknown

_1381901677.unknown

_1381903152.unknown

_1381923403.unknown

_1381923713.unknown

_1381925067.unknown

_1381925095.unknown

_1381925796.unknown

_1381924724.unknown

_1381923464.unknown

_1381922479.unknown

_1381922651.unknown

_1381923331.unknown

_1381922822.unknown

_1381922624.unknown

_1381905043.unknown

_1381902175.unknown

_1381902906.unknown

_1381903000.unknown

_1381902226.unknown

_1381902002.unknown

_1381902025.unknown

_1381901910.unknown

_1381901312.unknown

_1381901534.unknown

_1381901607.unknown

_1381901627.unknown

_1381901585.unknown

_1381901375.unknown

_1381901439.unknown

_1381901286.unknown

_1381858783.unknown

_1381858992.unknown

_1381859108.unknown

_1381858923.unknown

_1381858597.unknown

_1381858730.unknown

_1381858362.unknown

_1381844526.unknown

_1381846900.unknown

_1381846901.unknown

_1381844560.unknown

_1381844798.unknown

_1381846899.unknown

_1381844549.unknown

_1381773381.unknown

_1381824033.unknown

_1381824448.unknown

_1381825931.unknown

_1381826197.unknown

_1381844488.unknown

_1381826230.unknown

_1381826059.unknown

_1381825794.unknown

_1381825914.unknown

_1381825783.unknown

_1381824047.unknown

_1381824080.unknown

_1381822788.unknown

_1381823909.unknown

_1381823936.unknown

_1381824016.unknown

_1381823896.unknown

_1381823808.unknown

_1381773516.unknown

_1381822747.unknown

_1381773450.unknown

_1381771908.unknown

_1381772046.unknown

_1381772095.unknown

_1381771955.unknown

_1381770872.unknown

_1381771906.unknown

_1381770826.unknown

